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1. LE PROBLhE ET LES R6SULTATS OBTENUS 
Soit A une algtbre de Lie sur un corps K de caractlristique nulle (ou sur 
un anneau cornmutati_f unifere contenant le corps des nombres rationnels); 
lorsqu’il sera question de sCrie de Hausdorff, A sera une algkbre de Lie 
ordinaire; mais pour le problbme des projections canoniques, on pourra 
aussi utiliser une algbbre de Lie graduke par la pariti, A = A + 6 A , ce 
qu’on appelle parfois une super-algkbre de Lie; A + est la sous-algtbre des 
kltments pairs, A - le sous-espace des tltments impairs. Si u et b sont deux 
&!ments homog6nes (c’est-&dire pairs ou impairs), je pose 
a(a, b) = 1 si a ou b est pair, 
~(a, 6) = - 1 si a et b sont impairs; 
quand j’utiliserai un symbole 0, il sera toujours sous-entendu qu’il s’appli- 
que B deux tkments homogenes, mais pas nkcessairement dans le meme 
espace. Je rappelle que l’algibre enveloppante UA est le quotient de 
l’algkbre tensorielle TA par l’idCa1 bilat&re engendrt par les ClCments 
u@b-a(a, b).b@u- [a, b], oii a et beA. 
Je note U,A l’algtbie enveloppante de I’espace graduk A = A+ Q A- 
muni du crochet nui; cette alghbre est isomorphe au prod& tensoriel de 
l’algtbre symktrique SA + et de l’algbbre extkrieure AA - ; on peut la munir 
d’une graduation sur le semi-groupe des entiers 2 0: par dtfinition UtA est 
le sous-espace ngendrk par les produits de k ClCments de A. 11 existe une 
bijection canonique J de U,A sur UA; si a,, u2, . . . . ak sont des tltments 
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la sommation se fait sur toutes les permutations w des entiers 1,2, . . . . k, et 
sgn(a,) est le produit de tous les nombres ~(a,~,,, a,(j)) tels que i<j et 
w(i) > w(j); j’ajoute que J( 1) = 1. Par suite WA est la somme directe des 
sous-espaces 
UkA=J(U;A); 
par definition les projections canoniques dans UA sont les projections sur 
les sous-espaces UkA. 
Le probleme pose est le suivant: on se donne des elements homogenes 
a,, . . . . a, de A (en nombre m 2 1) et une suite d’exposants pr, . . . . pm positifs 
ou nuls; on exige que pj < 1 chaque fois que uj est impair; on veut calculer 
les projections canoniques de 
a;’ as2 -- . . . . . . 
PI! Pz! 
2; 
cet Clement sera dbigne par l’abreviation up/p!. Voici deux raisons qui 
justifient le choix de ce problbme. Dune part si (a,, . . . . a,) est une base de 
A, les monomes up/p! forment une base de UA. D’autre part si A est une 
algebre de Lie ordinaire (c’est-A-dire si A = A+), le calcul de la projection 
canonique de up/p! dans U’A = A est equivalent au calcul de la serie de 
Hausdorff de A avec m variables; formellement cette serie H(a,, a,, . . . . a,) 
est definie ainsi: 
H(a,, .--7 ~,)=log((exp~,)(exp~,)~~~(ex~~,)); 
le second membre doit Ctre calcule dans UA, et l’on sait que le resultat est 
une serie formelle a valeurs dans A; on peut deduire de ce dernier fait le 
theortme suivant (signale dans une remarque a la fin du 0 6, no. 4 de [B]): 
(1) TH~ORI~ME. La partie de la strie formelle H(a,, . . . . a,) qui est de 
degrt! pi respectivement en chaque variable aj, est la projection canonique de 
aPIp! duns A. 
Mon objectif initial Ctait d’aboutir A un calcul plus explicite de la strie de 
Hausdorff, en passant par le calcul des projections canoniques; ensuite 
M. Duflo m’a fait remarquer que ce probltme de projections canoniques 
gardait un sens pour des algebres de Lie grad&es, et j’ai constate qu’on ne 
compliquait pas beaucoup le probleme en prenant une algebre de Lie 
graduee, pourvu qu’on impose la condition pj < 1 chaque fois que uj est 
impair. C’est pourquoi je ne mentionnerai plus jamais la serie de Hausdorff, 
sauf pour dire quelques mots du theoreme (1 ), a la fin du 0 2. 
Evidemment il s&t de traiter le cas od tous les exposants pi sont > 1. 
Le cas ori tous ces exposants sont Cgaux a 1, a CtC rbolu par L. Solomon; 
172 JACQUES HELMSTETTER 
son texte (voir reference [S] ) ne contient pas d’allusion a la strie de 
Hausdorff. Ici je retrouverai les rtsultats de Solomon par une methode 
toute differente, baste sur le theoreme (15) qui est le but essentiel du 8 2 
plus loin. Une consequence immediate de ce thtoreme (15) est le fait que 
toutes les projections canoniques P, sur les sous-espaces UkA sont connues 
dbs que I’on connait P = P, , projection sur A; ceci Ctait deja expliqd (avec 
un autre langage) par Solomon. Pour expliquer moi-m&me ce fait, j’utilise 
la structure de cogtbre de UA; le coproduit C de UA est l’homomorphisme 
d’algbbres de UA dans UA@ UA (produit tensoriel grad&) tel que 
C(a)=a@l+l@a pour tout aEA; je signale que J(U,A+UA) est un 
isomorphisme de cogebres (corollaire (17) plus loin); en fait, pour calculer 
P, j’ai besoin du k-ieme it&e du coproduit; ceci est l’homomorphisme Ck 
de l’algebre UA dans l’algebre Tk( UA) = UA 0 UA 0 . . Q UA (produit 
tensoriel grad&) tel que, pour tout a E A, 
C,(a)=a@l@ ... @l+l@a@ ... @l+ ...... 
...... +l@l@. ..@a. 
(2) TH&OR&ME. Pour tout entier ka0, notons Tk,P [‘application de 
Tk(UA) dam UA telle que 
si x 1, . . . . xk e UA. On peut h-ire 
1 
Pk=~(T;P)oc,. 
Si k = 0, TO,P est l’injection K + UA, et Co est la projection UA + K 
(aussi appelee co-unite). Lorsque k > 1, ii faut se souvenir que P( 1) = 0; 
done si U’A dtsigne l’ideal engendre par A dans UA, pour le calcul de 
Pk(x), Sede importe la projection de C,(x) dans Tk(U’A). Dans la Suite, 
j’ttudierai seulement la projection P = P,, et je ne parlerai des autres 
projections Pk que pour demontrer le theoreme (2), a la fin du 0 2. 
Je suppose que certains lecteurs voudront connaitre mes resultats saris 
avoir besoin de lire tout mon texte; c’est pourquoi je vais les presenter tout 
de suite. 
Le calcul de la projection canonique P(#/p!) doit Ctre universel, c’est-a- 
dire, il doit &re valable m&me si A est l’algebre de Lie librement engendrke 
par des inditermintes (non commutatives) a,, . . . . a,; dans ce cas-la, si E 
est I’espace vectoriel librement engendrC par a,, . . . . am, on sait que UA est 
l’algebre tensorielle TE et que A est l’algibre de Lie engendr&e par E dans 
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TE. Manifestement P(a”/p!) doit pouvoir Ctre &it comme combinaison 
lintaire de monomes tels que 
&la?2 . . . . . . &a* 
1, 12 b ’ 
ce monome sera disignt par l’abreviation a:; dtcrivons minutieusement les 
monomes up acceptables; d’abord les monomes commutatifs associts aux 
monomes non commutatifs up et a; doivent &re egaux; ceci implique 
l’tgalite du degre total llpll = p, + pz + ... + ,um avec le degre total Ilqll; 
j’exclus le cas trivial ou llpll = 0; done n 2 1; ensuite les exposants ql, . . . . qn 
doivent &tre > 1; done qk = 1 si a, est impair; enlin, les indices ii, . . . . i, sont 
compris entre 1 et m, et il peut y avoir des repetitions dans la suite 
U 1, . . . . i,), puisqu’il s’agit d’un monome non commutatif; mais deux indices 
successifs ne doivent jamais ktre Cgaux; je note a (resp. fl) le nombre de 
montees (resp. descentes), c’est-A-dire, le nombre de couples (ik, ik+ 1) tels 
que ik < ik + 1 (resp. i, > ik + , ); par consequent u + p = n - 1. Manifestement, 
si l’on tcrit P(a”/p!) comme combinaison lintaire des monbmes a;, les coef- 
ficients de cette combinaison lineaire sont uniques, si on leur impose dZtre 
universels; ce sont ces coefficients que je veux calculer; en effet, si on les 
connait, on sait ecrire P(ap/p!) au moyen du crochet d’algebre de Lie de A, 
sans utiliser UA, grace au theortme (12) deja connu, que je rappellerai plus 
loin,alafindu§l. 
(3) TH~OR~ME. Duns I’expression de P(ar/p! ), le coefficient du monome 
ag (explicit& ci-dessus) est le produit de tous les nombres o(aih, aik) tels que 
h < k et i,, > ik, et dun nombre rationnel J(a, 8; q,, . . . . q,,), qui ne depend que 
de a et j? (definis ci-dews) et de la suite non ordonnte (q,, q2, . . . . qn); c’est- 
a-dire, une permutation sur cette suite ne le modifie pas. 
11 s’agit maintenant de trouver une methode pour calculer les coefficients 
I, c’est-a-dire, les coefficients A(a, /I; ql, . . . . q,J. Mais considerons d’abord 
l’automorphisme lineaire f de A d&i par f(b) = -b; f est un anti- 
automorphisme grad& de l’algebre de Lie A: 
Cf(bhf(c)l =O, c).f(Ccv bl); 
done f se prolonge en un anti-automorphisme grad& de UA; ceci fait 
reference a la graduation de UA par la parite; U +A (resp. U-A) est 
le sous-espace ngendre par les produits d’elements homogenes de A, le 
nombre des facteurs impairs etant pair (resp. impair); on en deduit 
rapidement l’identite 
w, a; 41, . . . . 4.) = (- 1P” - l 4% B; 41, *.., qn) 
avec llq11 =ql +q2+ .+. +qn. 
(4) 
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Je ne serai satisfait par une mtthode de calcul des coefficients 1, que si 
elle fait apparaitre la symetrie explicitee dans (4); cette symetrie apparait 
deja dans les coefficients trouves par Solomon, bien qu’il utilise uniquement 
le nombre /I + 1 de sous-suites pleines croissantes maximales dans la suite 
(i r, . . . . i,); voici le coefficient qu’il a trouve lorsque p,, . . . . pm sont tous 
tgaux a 1 (done q,, . . . . qn aussi): 
(-1)8fl!(n-B-l)! (-1)8c1!/I! 
n! =(a+/?+ l)!’ (5) 
Je vais maintenant presenter un procede de calcul des coefficients 1; 
j’introduis la fonction suivante: 
44x)= * 
1 ex- 1 
=(l-u)e”+u’ 
p-u 
il me suffrt de faire varier u dans l’intervalle [0, 11, ce qui per-met b x d’&tre 
n’importe quel nombre complexe dont la partie imaginaire est dans 
I-n, +n[. 
(6) TH~OR~ME. Lorsque a et b sont fixPs, on trouve pour les coefficients 





= z;z(cr, /I; 4,) . ..) 4.) xyxy . . . x;m; 
on somme sur toutes les suites (ql, . . . . qJ d’exposants 2 1. 
Pour dtduire la symttrie (4) du theoreme (6), il suf!it de faire le 
changement de variable u H 1 - u dans l’integraie &rite ci-dessus, en 
utilisant l’identitt 
F(u, x)= -F(l -u, -x). (7) 
Le thtoreme (6) n’est satisfaisant que si l’on connait le developpement en 
s&e entiere de F(u, x): 
F(u,x)= 1 &4).X9, 
9>1 
q! 9 
afin de pouvoir tcrire 
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Chaque fonction F, est un polynome de degre q - 1, dont on peut Ccrire les 
coeffkients au moyen des nombres de Stirling: 
F,(u) = c (- l)“-‘j! S(q, j) zk’; @a) 
je rappelle que S(q, j) est le nombre de partitions dun ensemble de 
cardinal q en j sous-ensembles. Malheureusement, la formule (8a) ne fait 
pas apparaitre l’identite 
F,(u)=(-~)~-~ F,(l -u) 
qui est equivalente a (7); mais cette identitt apparait sur une autre 
expression de F,: 
F,(u)= c N(a, /I) lJyu - 1)fl; @b) 
a+p=q-1 
les coefficients N(a, /I) sont connus sous le nom de nombres euleriens, mais 
avec des notations differentes (voir Q 5); N(a, fl) est le nombre des 
permutations w des entiers 1,2, . . . . CI + /3 + 1, telles que la suite 
(4 11, w(2), --., W(CL +p + 1)) presente c1 montees et /? descentes; l’identite 
(7) est maintenant equivalente a N(a, /?) = N(/?, a). 
Pour retrouver a partir du thtoreme (6) les coefficients trouves par 
Solomon (voir (5) plus haut), il sufht de savoir que F,(u) = 1. 
Je crois utile de dire tout de suite que j’ai obtenu la fonction F(u, x) en 
resolvant l’equation aux dtrivees partielles 
8F a 
~=~(du--IF)+1 (9) 
avec la condition supplementaire F(u, 0) = 0. Grace a (9) on peut 
rapidement verifier que le thtorbme (6) donne pour n = 1 les coeffkients 
triviaux que voici: 
l(O, 0; q) = 1 si q= 1, 
=0 si q>2; 
en effet il resulte immediatement de (9) que 
(10) 
F(u, x) du = 1. 
481/120/l-12 
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Le theoreme (6) permet d’introduire les nombres de Bernouilli B, dans le 
calcul des coeffkients 2; je rappelle que 
1 
1 --e--r c 
(-1)’ -= yl B,x’- ‘, 
r>O . 
et que B, est nul si r est impair 2 3. En partant de l’identitt 
(&-+W=l, 
on deduit facilement de (6) que 
A(JJ + 1, B; 1,419 .*., 4.) 
A cause de la symetrie (4), on peut aussi Ccrire 
4a, p+ 1; l,q1, .‘., 4J 
= 1 ~B,l(a,B;q,,...,q.,,q.+l-r). 
O<r<q, .
(lib) 
La formule ( 1 la) ou ( 11 b) permet de calculer par recurrence les coefficients 
1 a partir de ceux trouvts par Solomon; pour expliquer ceci, j’attribue a 
chaque coeffkient ,I trois parametres entiers, le premier itant la somme des 
deux autres: 
son degre 1lq11 =q1+q2+ ... +q,, 
sa longueur n=cr+/J+ 1, 
sa complexitt )lq- 111 = (q, - l)+ (q2- l)+ ... + (qn- 1); 
on voit que ( 11) per-met de calculer ;l(a, /?; ql, . . . . q,, _ 1, q, + 1) au moyen de 
coefftcients de complexiti (strictement) inferieure; or, les coeffkients de 
compiexite nulle sont ceux calcuks par Solomon (voir (5) plus haut). 
Je donnerai au 5 6 d’autres formules de recurrence permettant de calculer 
tout coeficient I au moyen de coefficients de complexitt inf&ieure; elles 
peuvent etre trouvees sans le thtoreme (6), en utilisant seulement le 
theoreme (3) et le fait que P(a%!) EA; en effet on sait que dans UA les 
elements b de A sont caracterisb par la propritte suivante (oh intervient le 
coproduit C de UA): 
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en utilisant le fait que ceci est vrai chaque fois que b = P(a”/p!), on obtient 
de telles formules de recurrence. 
Les igalitts (1 la, b) peuvent aussi &tre utilisees dune autre facon; la 
connaissance des coefficients triviaux A(O, 0; q) (voir (10)) nous permet de 
trouver instantanement les coefficients uivants: 
4190; 194) = (- 1)” R&A 
A(0, 1; 1, q) = B,/q!. 
Ces coefficients etaient deja connus (voir par exemple [G], ou bien [B], 
exercice 3 du $6). 
I1 ne me reste plus qu’a rappeler le thtoreme qui permet d’ecrire P(a”/p!) 
avec le crochet de l’algibre de Lie A, saris utiliser l’algebre UA. 
(12) TH~OR~ME. Soient respectivement E et A I’espace vectoriel et 
l’algebre de Lie librement engendrts par des indeterminees a,, . . . . a,,,; done 
UA = TE; pour tout entier k > 1 on definit une application lineaire g, de TkE 
dans A par la recurrence suivante: 
g,(b) = b si beE, 
g,(b@X) = Ch gk- I(x)] si XE Tk-‘E; 
soit g l’application lineaire de U’A = T a ‘E dam A dont la restriction a cha- 
que TkE est g,/k. On affirme que la restriction de g a A est l’application 
identique. 
Ce thioreme se trouve par exemple dans [B]; il est valable mCme si l’on 
attribue des parites aux indtterminees a,, . . . . a,. 11 permet d’exprimer 
P(ar/p!) au moyen de crochets composes lorsque A est l’algebre de Lie 
mentionnee dans (12); mais les formules ainsi obtenues sont valables pour 
toute autre algbbre de Lie, puisqu’elle est le quotient dune algbbre de Lie 
libre, de la facon qu’on devine. Evidemment quand on exprime ainsi 
P(ar/p!) au moyen de crochets composes, les coefficients ne sont plus 
uniques, a cause des relations lineaires entre tous ces crochets. 
2. UN THlkORh4E SUR DES HOMOMORPHISMES DE COGl?BRES 
Comme auparavant A = A+ @A - est une algebre de Lie grad&e par la 
parite; nous ttudierons d’abord le coproduit C de UA et ses it&-es Ck, qui 
sont detinis au 0 1 juste avant le thtoreme (2). Soient a,, . . . . a, (avec m Z 1) 
des elements homogenes de A; on note E l’ensemble des m premiers entiers 
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> 0; si E’ est un sow-ensemble de E, dont les kltments sont i,, . . . . i, par 
ordre croissant, on pose 
uE’=ui,ui, . ..a& (produit dans UA); 
si E’ est vide, alors uE’ = 1. Si E” est aussi un sous-ensemble de E, dont les 
tkments sont j,, . . . . jq, on note sgn(E’, E”) le produit de tous les nombres 
o(uin, ujk) tels que ih > j,. On trouve facilement que 
C(a,)=Zsgn(E’, E”) a,@~~, (13) 
la sommation se faisant sur tous les couples (E’, E”) de sous-ensembles 
complkmentaires de E. 
Soit U’A l’idkal engendrk par A dans UA, et soit Ck la projection de Ck 
dans T“( U’A); de la formule (13) on dtduit 
C;(~E) = .?i w(E, , E,, . ..> Ed UE, @ uE2 @ . . . @a,,; (14) 
la sommation se fait sur les suites (E,, EZ, . . . . Ek) telles que El, . . . . Ek 
constituent une partition de E, et sgn(E, , . . . . Ek) est le produit des nombres 
sgn(E,, E,) tels que r <s. Une telle suite (E,, . . . . Ek) sera appelCe une 
partition ordonnte de E; A une partition (non ordonnke) de E en k 
sous-ensembles (non vides) correspondent k! partitions ordonnkes. Si 
k > m, Cvidemment Ck(uE) = 0. 
Soit encore B = B+ @Be une algbbre de Lie graduke par la paritt; je 
rappelle que les algkbres UA et UB sont aussi grad&es par la paritt (voir 
0 1, juste avant (4)); l’espace Hom( UA, UB) des applications linkaires f de 
UA dans UB est aussi grad& par la paritk: f est pair si f( U +A) c U + A et 
f( U -A) c U-B. Puisque UA est une cogkbre et UB une algkbre, l’espace 
Hom( UA, UB) est une algtbre; le produit f x g de deux de ses Cltments f et 
g est 
UA coproduit ) UA@UA f@g > UB@UB produit * UB. 
J’Ccrirai toujours le symbole x pour prkciser qu’un produit ou une 
puissance a CtC difinie au moyen d’un coproduit. Utilisez (13) pour calculer 
explicitement (f x g)(a,); dans ce contexte de graduations par la paritk il 
faut savoir que 
(f@g)(xc3y)=&9x)f(x)Og(y) si xet yeUA. 
Lorsque f( 1) = 0, les puissances f” x peuvent $tre calculkes grPce A (14): 
fkX:UA-rTk(UIA)-+Tk(UB)-+UB; 
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je precise que f”” est Mement unite de l’algebre Hom( UA, UB), c’est-a- 
dire UA + K + UB. Puisque f” ’ (aE) = 0 db que k > m, on peut definir 
j’ecrirai toujours Exp pour designer une telle exponentielle; en effet, si 
A = B (ce qui sera souvent le cas), il faut absolument distinguer Exp f de 
exp f, qui fait intervenir les puissances banales 
fk:UA-+UA+UA+-4JA. 
Voici le risultat essentiel de ce 9 2. Grace a [I], j’ai pu ameliorer ma 
demonstration initiale. 
(15) THBORCME. Soit F une application lineaire paire de UA dans UB, et 
soit f sa projection canonique dans B: 
f: UA F , UB J-’ , U,B Pro& , B ini , UB; 
si F est un homomorphisme de cogebres, alors f (1) = 0 et F = Exp f: Recipro- 
quement si f est un element pair de Hom( UA, UB), a valeurs dans B, tel que 
f( 1) = 0, alors Exp f est un homomorphisme de cogebres, et pour tout entier 
k 2 0, la projection canonique de Exp f dans UkB est f” x /k!. 
La demonstration de ce thtoreme commence par les lemmes suivants. 
(16) LEMME. Si fEHom+(UA, UB), si f(UA)cB et si f(l)=O, alors 
Exp f est un homomorphisme de cogtbres. 
Demonstration. Soit C,( UA --t UA @ UA) le coproduit de UA et soit CB 
celui de UB. 11 s’agit de demontrer que 
C,oExpf=(Expf@Expf)oc,. 
Puisque C, est un homomorphisme d’algebres, on a 
C,oExp f =Exp(C,of). 
Puisque f prend ses valeurs dans B, on a 
C,of=(f@ 1+163f)~c,. 
Cependant l’application cp H cp 0 C, est un homomorphisme de l’algebre 
Hom( UA @ UA, UB 8 UB) dans l’algebre Hom( UA, UB@ UB); en effet la 
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cogebre UA est cocommutative (en tant que cogebre grad&e), done C, est 
aussi un homomorphisme de cogebres; par consequent 
Puisque f est pair, f@ 1 et 1 @f commutent; done 
Exp(fOl+ l@f)= ExpfOExpJ: 
Ceci termine la demonstration; elle se trouvait (presque telle quelle) dans 
[I], pour un Clement f de Horn ‘( U, A, U,B); mais comme la propriete de 
commutativite graduee de l’algebre U,B n’est pas utiliste, elle fonctionne 
aussi avec UA et UB. 
(17) COROLLAIRE. L’application J( U,A + UA) dtfinie au 4 1 est un 
isomorphisme de cogsbres. 
En effet, soit Q l’element de Hom(U,A, UA) detini ainsi: 
Q(a) = a si aeA, 
Q(U$A)=O si k#l; 
Q est pair et Q(1) =O; en outre dans [I] on nous fait remarquer que 
J = Exp Q; on peut le verifier g&e a (14); done J est un homomorphisme 
de cogebres. On trouve dans [M, M] des arguments prouvant qu’il est 
bijectif. 
(18) LEMMA. Les hypothbses ont celles du lemme (16); pour tout entier 
k 2 0, f" ” prend ses valeurs dans UkB. 
D6monstration. Dblinissons une application Q de U,B dans UB comme 
nous l’avons fait plus haut pour U,A et UA. Soit g 1’ClCment de 
Hom( UA, U,B) tel que g(x) = f(x) pour tout x E UA; observons que 
f=QoExpg; 
or Exp g est un homomorphisme de cogebres (a cause de (16)); done 
fkX=QkxoExpg; 
puisque Qk “/k! represente la restriction de J a UgB, on conclut que f" x 
prend ses valeurs dans UkB. 
Fin de la dPmonstration de (15). Supposons que F soit un 
homomorphisme de cogtbres de UA dans UB, et que f soit sa projection 
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canonique dans B. On sait que F doit respecter les unites et les co-unites de 
UA et UB; en effet tout Clement x de UA tel que C(x) = x @ x est bgal a 1; 
et toute forme lineaire 5 sur UA telle que 
UAL UA@UA <@I, K@UA isom., UA 
soit l’application identique de UA, est egale a la co-unite Co, projection de 
UA sur K; et de mCme pour UB. L’egalite F( 1) = 1 implique f( 1) = 0. 
Delinissons les applications .Z et Q de UoB dans UB comme auparavant, et 
posons G = .Z ~ ’ 0 F. Puisque J = Exp Q, nous avons 
F= (Exp Q)oG. 
Puisque J est un isomorphisme de cogebres, G est aussi un 
homomorphisme de cogbbres, done 
F= Exp(Qo G). 
Cependant Q 0 G = f, et la demonstration est terminee. 
Ici le thboreme (15) servira uniquement a aflirmer ceci: l’application 
identique Z de UA est igale a Exp P, oh P est la projection canonique sur 
A; et pour tout k > 0, la projection canonique sur UkA est Pk”/k!. Ceci 
demontre instantanement le thtoreme (2), puisque la definition de Pkx 
signifie qu’il est tgal a (Tk,P) Q ck. 
Je reviens maintenant au thioreme (1) consacre a la serie de Hausdorff; 
pour $tre plus clair, j’introduis une indtterminte t qui commute avec 
a,,..., m, a alin de pouvoir Ccrire des Cgalites entre series formelles en t a 
coefficients dans UA; d’apres la definition de la sirie ZZ, on a 
exp H( ta, , . . . . ta,) = (exp ta,) . . . (exp ta,); 
cependant pour tout element b de A on peut &ire 
b = P(exp b); 
si I’on sait que la serie H(a,, . . . . a,,,) prend ses valeurs dans A, on peut 
remplacer b par H( ta, , . . . . ta,) et l’on obtient l’igalite 
H(ta,, . . . . ta,) = P((exp ta,) I.. (exp ta,)), 
dont le theorbme (1) est une consequence immediate. 
Je voudrais cependant montrer que le thtoreme (15) fournit une nouvelle 
demonstration du thboreme (l), et done aussi du fait que la serie 
Ma 1, **-3 a,,,) prend ses valeurs dans A. Pour simplifier les notations, je ne 
traiterai que le cas ou m = 2. On sait que l’application 
M: U(A$A)= UA@UA+ UA, 
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qui provient de la structure d’algebre de UA, est un homomorphisme 
de cogebres (cette affirmation est tquivalente au fait que C est un 
homomorphisme d’algebres); done d’aprb (15) 
et en particulier 
A4 = Exp(P 0 M), 
(exp ta,)(exp ta,) = Exp(P0 M)(exp [(a, @ 1 + 1 @a,)). 
Soit f? une autre algbbre de Lie; pour tout b E B, on a 
C,(exp tb) = (exp tb) 60 (exp tb), 
et ceci implique que l’application get g(exp tb) est un homomorphisme 
de l’algebre Hom( UB, UA) dans l’algebre des skies formelles en t a 
coefficients dans UA: 
(Sx g)(exp lb) =f(exp tb) .g(exp lb); 
si g(l)=O, on a done 
(Exp g)(exp rb) = exp(g(exp lb)). 
Supposons que B = A @A; remplagons g par PO M, et b par 
a, @ 1 + 10 a,; nous obtenons 
(exp ta,)(exp 4) = exp(p((fw w)(exp h))); 
ceci implique l’egalite qu’il fallait demontrer: 
H(tu,, tu,) = P((exp tu,)(exp f+)). 
3. LE PROBLkME DE SOLOMON 
Les notations sont celles du debut du 6 2; le probleme qui nous occupera 
ici, est le calcul de P(u,), projection canonique de a, u2 .--a, dans A. Ce 
probleme a CtC resolu par Solomon pour une algtbre de Lie sans 
graduation par la parite, mais je suppose que sa methode pourrait affronter 
une telle graduation; en outre il fait une projection dans l’algebre ten- 
sorielle TA, paralltlement a l’ideal qui est le noyau de l’homomorphisme- 
quotient TA + UA, et paralltlement aux sous-espaces de tenseurs symetri- 
ques d’ordre # 1; mais on se convainc facilement que cela revient au meme. 
Je propose de deduire du thtorbme (15) la solution B ce problbme. 
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(19) TH~OR~ME. Pour tout m 2 1 on u l’f!ggalitf! 
P(a, 6 . . . a,) = C sgn(u,) 
(-l)%!P! 
w 
(a + p+ I)! %lPw(2) ***%en,; 
on somme sur toutes les permutations w des m premiers entiers posit@; 
sgn(u,) est le produit des nombres a(~,,,(,,, u,,,,~,) tels que i < j et w(i) > w(j); 
et a (resp. /?) est le nombre de montees (resp. descentes) duns la suite 
(w( 11, . . . . w(m)); done a + fi + 1 = m. 
DPmonstrution. D’apres le theorbme (15), l’application identique Z de 
UA est Cgale a Exp P; done 
P=logZ 
=k;I 
(-yk-l (I- l)kX. 
Prtcisons tout de suite le sens de l’expression I- 1, oti ligurent les elements 
unites de Hom( UA, UA) pour deux multiplications absolument differentes; 
I- 1 est simplement la projection sur l’ideal U’A engendre par A. 
Explicitons l’egalite preddente au moyen des coproduits itires 
C,( UA + TkUA) et des multiplications it&es hfk( TkUA + UA); si CL est 
la projection de Ck dans TkU’A, nous avons 
p= 1 (-lJk-lMkoC 
k k* kB1 
(20) 
Par consequent, d’apres (14), 
avec sommation sur toutes les partitions ordonnees de E, le nombre k des 
sous-ensembles &ant quelconque. Nous pouvons tcrire ceci avec une 
sommation sur toutes les permutations w de E: 
P(~~)=~~(-lk)~-~~(w.k)sgn(~,)o,(,,a,(,,-~~u,(,); 
w k 
~(w, k) est le nombre de toutes les partitions ordonnees (E,, . . . . Ek) telles 
que le monbme uE,uEz . . .a4 soit universellement Cgal au monbme 
%(1)4v(2) . . .%(m). 11 s’agit done de denombrer toutes les facons de 
d&composer la suite (w( 1 ), . . . . w(m)) en une succession de k sous-suites 
pleines croissantes; tvidemment ceci n’est possible que si /3 + 1 < k < m, car 
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dans la suite complbte (w( 1 ), . . . . w(m)) les /I descentes ont obligatoirement 
des front&es entre deux telles sous-suites; il reste A placer (k - /? - 1) 
front&es, que I’on peut choisir arbitrairement parmi les c( monttes; done 
I p(w, k)= . a. /!(a -j)! avec j==k-P-1. 
II ne reste plus qu’A calculer 
c (II^-ia(w,k)= c (-l)B+i a! 
,Y+l<kim O<j<,B+j+l $(a-j)!’ 
La dtmonstration s’achbve avec le lemme suivant. 
(21) LEMME. Si a et /I sont des entiers 20, alors 
1 (-1)’ a. I a! b! 
OGjGrr B+j+ 1 j! (a-j)!=(a+/?+ l)!’ 
Dhonstration. Posons m = a + /I + 1 et considtrons la fonction 
numkrique 
f(x)=: (x+ 1)” 
=,<;<_k! (;: )!xk-l. . . 
Toutes les dkrivtes de f jusqu’g l’ordre m - 1 s’annulent pour x = - 1; 
calculons explicitement sa dtrivke d’ordre /I: 
J-VP xa+’ +c (a+fl+ l)! xj 
,,j,.(B+j+l).j!(a-jj)!' 
En Ccrivant que cette dkrivke s’annule pour x = - 1, on obtient NgalitC 
annoncbe. 
Mon objectif principal est le calcul de P(aJ’/p!), projection canonique du 
monbme expliciti au dCbut du $ 1; on pourrait faire ce calcul A partir de 
l’bgalitk (20), mais j’ai constatk que cela serait trbs ardu; en particulier, il 
faudrait utiliser tout de suite la formule suivante, qui provoque l’irruption 
des nombres de Stirling: 
4! 
j!S(q~j)=~k,!k,!...ki!’ (221 
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avec sommation sur toutes les suites (k,, . . . . ki) d’entiers (strictement) 
positifs telles que kl + k2 + ... + kj= q; ensuite il faudrait trouver par quoi 
remplacer le lemme (21) dans cette situation embrouillee; j’y ai renond. 
J’utiliserai une autre methode, qui est bake sur la remarque suivante: 
(-1)8a!/?! 1 
(a+P+l)!= I o u”(u-W~; (23) 
c’est cette remarque qui m’a suggert l’idee que les coeffkients I pourraient 
6tre calcules comme inttgrales de polynbmes sur [0, 11; cette mtthode de 
calcul plus effkace sera expliquee au 0 4; elle suppose acquis le theoreme 
(19). 
Bien que le calcul direct de P(&/p!) au moyen de (20) aboutisse 
difficilement a un resultat satisfaisant, il fournit cependant out de suite une 
demonstration du thtoreme (3), indipendante de celle que je donnerai 
au $4. 
4. POLYNhE ASSOCIJ? ii UN ENSEMBLE DE PERMUTATIONS 
Soit W un ensemble de permutations de l’ensemble des r premiers entiers 
> 0 (avec r 2 1); A chaque Clement w de W j’associe le polynome elkmen- 
taire zP(u - 1)8, ou a (resp. fl) est le nombre de monttes (resp. descentes) 
dans la suite (w( 1 ), . . . . w(r)); par definition le polynome F&(u) associe a W 
est la somme de tous les polynomes elementaires associes aux elements de 
W, c’est un polynbme de degrt r - 1. 
Si W est l’ensemble de toutes les permutations des r premiers entiers, le 
polynome associe sera note Fr(u); par consequent 
F,(u)= 1 N(a, fi) u”(u - 1)8; 
m+p=r-1 
le coefficient N(a, fi) est Cgal au nombre de permutations des r premiers 
entiers, avec a monttes et /3 descentes; j’en dirai plus au $5. 
Voici maintenant l’ensemble W dont j’ai besoin de calculer le polynome 
associt. Revenons aux monomes up/p! et a: explicit& au 3 1: 
up/p! = afl a$ . ..aP.mlpl! pz*-.pm!, 
ay=a~,laV...aYn. 12 1. 
Je rappelle que les monomes commutatifs associes a ap et a: doivent &re 
tgaux; ils ont done m&me degrt total r = llpll = 1lq11. Je d&finis la suite 
(b 1, . . . . b,) de la facon suivante: b,, b2, . . . . b,, sont tous egaux a a,; puis 
186 JACQUES HELMSTETTER 
b p, + 1 ) .“) b p, + p2 sont tous egaux a a,, . et ainsi de suite; done b, b, . . ‘6, est 
egal au monome up. L’ensembie West I’ensemble des permutations w telles 
que h~l~bw~2~9 . . . . kc,, soit &gal au mon8me a;. Du thioreme (19) et de 
l’egalite (23) je deduis ceci: 
(24) LEMME. Quand on kcrit P(a”/p!) comme combinaison IinPaire des 
mokmes tels que a:, le coefficient de a; est Pgal d 
1 ’ 
go s 
sgn(a,) . F&U) du, 
oti Fw est le polynhme associt! ci I’ensemble W de permutations dt$ni 
ci-dessus. 
Ce lemme ne serait pas vrai si on n’exigeait pas que l’exposant pi attribut 
a tout facteur aj impair soit toujours < 1. 
Le travail essentiel de ce 9 4 sera la demonstration du lemme .suivant. 
(25) LEMME. Si c( et p sont respectivement Ies nombres de montkes et de 
descentes duns la suite (iI, i, , . . . . i,), le polynBme F, est kgal ti 
P! 
-g U=(U - 1)’ F,,(u) F&u) ... Fqe(u) 
(enposant q!=q1!q2!...qn!). 
Remarquons deja que les lemmes (24) et (25) impliquent le theorime (3); 
en effet, a l’exception du signe sgn(a,), le coefficient du monbme al ne 
depend pas du moname a%!, mais seulement de ~1, /I et de la suite non 
ordonnte (ql, . . . . q,,), ce qui permet de le noter I(a, /?; ql, . . . . 4.). De (24) et 
(25) on deduit ceci: 
(26) COROLLAIRE. Si F(u, x) est la fonction d@ie ainsi: 
F(u, x) = 1 ; F,(u) .x’, 
r21 
on peut Pcrire I’kgalitk 
I 1u”(u-1)8F(u,xI)F(u,xJ~~-F(u,x,)du 0 
= zqct, p; 41, . ..) 4”) xf’xf* . . .x:, 
avec sommation sur les suites (q,, . . . . q.) d’exposants B 1. 
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Pour linir la demonstration du theoreme (6), il ne me restera plus qu’a 
calculer la fonction F(u, x) definie ci-dessus dans (26); ce sera l’objectif du 
0 5. 11 est clair que la serie ZFJu) x’/r! qui delinit F(u, x), est normalement 
convergente tant que O<U< 1 et 1x1~ 1 --E (avec O-CC< l), a cause de 
l’egaliti 
c N(a, /I) = r!. 
a+lT=r-1 
DPmonstration de (25). Pricisons d’abord les notations: ici E (resp. E’) 
(resp. E”) est l’ensemble des r (resp. m) (resp. n) premiers entiers >O. La 
suite (pi, . . . . p,) determine une application croissante f de E dans E’, 
comme ceci:f’(j)=l si ldj<pi; puisf’(j)=2 sip,+14j<p1+pz; et 
ainsi de suite ... De mCme la suite (ql, . . . . qJ determine une application 
croissantef” de E sur E”. La suite (iI, . . . . i,) determine une application f de 
E” dans E’, simplement comme ceci:f(h) = i,. Soit G’ (resp. G”) le groupe 
des permutations g de E telles que f’o g=s (resp. f” 0 g=f”); G’ (resp. 
G”) est un groupe d’ordre p! = pi ! p2 ! . . . p, ! (resp. q!). L’ensemble W qui 
nous interesse ici, est l’ensemble des permutations w de E telles que 
f owzfof"; 
done West une classe a droite modulo le sous-groupe G’. Mais West aussi 
une reunion de classes a gauche modulo G”; en effet si UE W et 
f”OV --1- -fC’w-l, necessairement wE W. Ainsi W est la reunion de p!/q! 
classes a gauche modulo G”; je vais montrer que le polyni3me associe a 
chaque classe vG” est 
et ceci dtmontrera (25). Les elements w de UC” sont caracterists par 
l’tgalite f,~u-~=frow-‘; si l’on pose Ej=u(f”-l(j)), cette condition 
equivaut a exiger que w(f” - l(j)) = Ej pour tout je E”; done la classe UC” 
est determike par la partition ordonnte (E,, . . . . E,,) de E. Soit G le groupe 
des permutations g de E telles que g(E,) = Ej pour tout jE E”; G est 
isomorphe au produit direct des groupes complets Gj de permutations des 
sous-ensembles Ej; si g E G, je noterai gj son image dans le groupe Gi. La 
classe a gauche vG” est Cgale a la classe a droite Cu. Pour tout w E Go, j’ap- 
pelle a(w) (resp. /I(w)) le nombre de monties (resp. descentes) dans la suite 
(WC1 , ..-, w(r)); de m&me si g E G, je peux definir les nombres a(g,) et /l(g,) 
pour tout jE E”, car chaque Ej est un ensemble totalement ordonne. 
Remarquons que dans la classe Gu il y a un unique Clement dont la restric- 
tion a chaque 7 ~ ‘(j) est croissante; pour economiser les notations, je sup- 
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pose que cet element est precisement u. Calculons maintenant a(w) et p(w) 
lorsque w = gu, avec g E G. Les couples (w(q,), w(q, + 1)) et (i,, i2) sont 
tous les deux montants ou descendants, parce que i, =f’o w(q,) et 
i, =f’ 0 w(q, + 1 ), et f’ est croissante; de m&me pour les couples 
(w(q, +q2), w(q, +q2+ 1)) et (i2, i,); et ainsi de suite ...; dans la suite 
(w(l), . . . . W(T)) nous avons deja denombrt a montees et a descentes. 
Examinons la sous-suite pleine (w(l), . . . . w(q,)); puisque w = gv, et que u 
est croissante surf” - r(l), cette sous-suite contient a( g,) montees et p( g,) 
descentes; de m&me nous trouvons les nombres a(g2) et /?(g2) pour la sous- 
suite (w(q, + l), . . . . w(q, + q2)); et ainsi de suite .. . Finalement nous 
trouvons 
a(w) = a + akl) + a(g2) + ... + ak,), 
P(w)=B+P(gl)+Bkz)+ ... +Pk,), 
et ceci demontre le resultat annonce, puisque chaque variable gj d&it tout 
le groupe des permutations d’un ensemble Ej de cardinal qj. 
5. CALCUL DE LA FONCTION F(U, X) 
Les nombres N(a, fl) utilises au $4 sont exactement les nombres 
euleriens notes habituellement A(n, k), avec 0~ k<n - 1, selon la 
correspondance suivante: 
N(a,B)=A(a+B+l,a)=A(a+/?+1,/3). 
Les nombres euleriens sont les coefficients des polynomes euliriens 
A,(t) = CA(n, k) tk, 
dont la fonction gtneratrice 
&(t,x)=l+ 1 A.(t)5 
n>l 
est connue depuis Euler: 
l-t 
d(t, x) = &r- 1) _ t’ (27) 
Voila ce qu’on peut lire (avec quelques petites variations) dans [R], [F, S] 
ou CC]. I1 semble que la signification combinatoire des nombres euliriens 
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ait ete dtcouverte plus dun siecle apres leur definition par le moyen de 
(27). 
Les polynomes F,(u) introduits au 4 4 sont done lies aux polynomes 
euleriens A,(t) de la facon suivante: 
U-l F,(u)=u”-‘.A, - . ( > u 
Si on deftnit F(u, x) comme dans (26), on a la relation 
qui donne aprb quelques calculs 
ex- 1 
F(u, x) = (1 _ u) ex + u’ (28) 
Neanmoins, j’avais deja riussi le calcul de F(u, x) avant d’avoir consulte 
les documents sur les nombres euleriens que j’ai cites plus haut. Ma 
premiere methode de calcul a l’avantage d’&tre plus convaincante et 
d’introduire Equation aux d&i&es partielles que j’ai mentionnee au 0 1 
sous le numtro (9), et dont j’aurai encore besoin au Q 6. On peut calculer 
les nombres N(a, /.I) grace a la relation de recurrence classique 
(29) 
dont la signification est Cvidente; elle figure aussi dans [S], mais avec des 
notations differentes; j’ajoute que N(a, 0) = N(0, /I) = 1. On deduit de (29) 
que, pour tout n > 1, 
F.(u)=-&(u- l).F,-,(u)); 
et puisque F,(u) = 1, on aboutit a 
c’est Equation aux dirivees partielles deja citte. 
Pour resoudre cette equation, j’ai cherche les courbes integrales de 
l’tquation differentielle dx = -du/u(u - 1); la fonction (u, x) H eX(u - 1)/u 
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est constante sur ces courbes; done j’ai pris comme nouvelle inconnue la 
fonction G(u, y) telle que 
F(u, X) = G(u, er(u - 1 )/u); 
elle est solution de l’equation differentielle 
‘=$ (U(u- l).G(u, y))+ 1 
Done 
avec une fonction g(y) qui doit Ctre dtterminee par la condition 





aprb quelques calculs on trouve (28). 
Maintenant que nous connaissons la fonction F(u, x), nous pouvons 
chercher a la d&lopper en serie entiere par un procede independant de ce 
qui precede; par exemple on peut utiliser l’tgalite suivante, oh interviennent 
les nombres de Stirling: 
(ex- l)j= C $s(q, j)xq; 
q,j * 
cette CgalitC est equivalente a (22); les calculs suivants sont valables au 
moins si Ju( < 1 et 1x1 <log 2: 
F(u, x) = 
1 -eeX 




= 1 (-l)-j$s(q,j)&lxq; 
qbj>l 
on en deduit l’expression (8a) des polynbmes F,(u) au moyen des nombres 
de Stirling. 
Le theorime (6) est maintenant dtmontri, et comme application dire&e 
de ce theoreme, je propose le calcul de la fonction generatrice de certains 
SkRIEDEHAUSDORFFD'UNFiALGJ?BRE DE LIE 191 
coefficients Iz; dans les 5 egalites suivantes, il faut sommer sur les couples 
(p, 4) d’exposants 2 1: 
W) 
ex(x - y) xex 
~~(2,0;1,P,q)xpY9=e”-y-1 --- Y -+ 1. P-1 1-ePY (3Oc) 
CA(1, l;l,P,~)x~Y~=e~~s’l-~-~+l. (3M) 
mo, 2; 1, P9 4) X”Y” = 
eCY(x-y) x yeMY +1 
ex- y _ 1 -e”-1 . (3k) 
Dans chacune de ces 5 Cgalites, le premier terme du membre de droite 
contient deja dans son developpement en serie entiere tous les mon8mes 
indiques dans le membre de gauche; mais il contient en plus des monSmes 
indisirables (de degre 0 en x ou y); les termes suivants ne font rien de plus 
qu’eliminer ces mon8mes indisirables. 
6. RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS 1 
Ici A sera une algtbre de Lie sans graduation par la paritt; c’est l’algebre 
de Lie librement engendree par une infinite dtnombrable d’indeterminkes. 
Oublions les thtoremes (3) et (6), et supposons que A soit une application 
qui associe a tout couple (a, /.I) d’entiers 2 0 et a toute suite non ordonnee 
(419 42, ...v qn) d’exposants 2 1, de longueur n = a + fl+ 1, un coefficient 
4% P; 41,429 ,--> qn). On peut dtfinir une appiication lintaire L de UA dans 
UA de la facon suivante: si la suite (a,, . . . . a,) est a valeurs parmi les 
indtterminees qui engendrent A, si deux elements uccessifs n’y sont jamais 
identiques, et si (p, , . . . . p,) est une suite d’exposants 2 1, alors 
L(aP/p!) = qa, B; 417 -.., qn) a:; (31) 
la sommation se fait sur toutes les suites (i, , . . . . i,) et (q, , . . . . 4”) telles que 
les monbmes commutatifs bP et bj’ soient Cgaux si bI, . . . . b, sont des 
indtterminees toutes distinctes; en outre tl et /I sont les nombres de monttes 
et de descentes dans la suite (i,, . . . . i,). J’ajoute que L( 1) = 0. On peut se 
poser la question suivante: quelles relations doivent satisfaire les coefficients 
2 pour que L prenne ses valeurs dam A? 
481/120/l-13 
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Voici la reponse: pour que L( UA) c A, il faut et il suffit que les coef- 
ficients A satisfassent les relations (32a) et (32b) indiquees dans la 
proposition (32) ci-dessous. Chacune de ces deux relations permet de 
calculer par recurrence les coefficients II a partir des “coeff’cients de com- 
plexite nulle”, selon la terminologie expliquee a la tin du 0 1; en utilisant 
simultanement ces deux relations, on peut calculer tous les coefftcients A 
modulo un facteur qui ne depend que du degrt Ilqlj; manifestement on ne 
peut pas faire mieux en imposant que L( UA) c A, puisque dans l’egalite 
(31) tous les monomes ont m&me degre total. 
Quelle condition peut-on encore imposer a L pour pouvoir calculer tous 
les coefficients A A partir du seul coefficient A(O, 0; l)? Voici une rtponse: les 
coeffkients A sont tous determines par A(0, 0; 1) si l’on exige, en plus de la 
condition L(UA) c A, que l’egalite (31) soit encore vraie pour certains 
monbmes a%! (indiques dans (34)), oti les facteurs a,, . . . . a, sont tbujours 
choisis dans A, mais pas tous dans l’ensemble des indetermintes qui engen- 
drent A. J’ajoute que l’tgalite (31) est alors vraie pour toute suite 
(a 1, ..., a,) d’elements de A et toute suite d’exposants, puisque les coef- 
ficients A sont alors proportionnels a ceux que nous avons Ctudib 
auparavant. On peut aussi en tirer la conclusion que le thboreme (3) est 
une propriett caracteristique de la projection canonique sur l’algebre de 
Lie, a un facteur constant p&s, si l’on impose aux coefficients i d’&tre 
universels. 
Voici la proposition (32) qui est le rtsultat essentiel de ce Q 6; j’en four- 
nirai deux demonstrations, a partir d’hypotheses differentes; la premiere 
demonstration utilise la definition (31) et I’hypothbe L(UA) c A; la 
seconde part de l’hypothese que les coeffkients 1 sont ceux que d&it le 
theoreme (6). 
(32) PROPOSITION. Chuque coefficient A(a /3; q, , . . . . q,, _, , q,, + 1 ), uuec 
qn + 1 > 2, peut he culculP au moyen de coefficients de complexit& infkrieure 
grtice d I’une ou l’uutre des deux dgulitks suivuntes: 
(qn+1).~(~,B;q,,...,4n-lr4n+1) 
= -a . l(L%, p-l- 1; 1, 41, 4”) -B .n(a + 1, /J; . ..) 1, 41, . . . . 4”) 
-I<,?“-1 . . + C = 4k 4~ + 1, B + 1; 1, ql, . . . . qb, 4L . . . . 4A. (324 
4i 4; 
(qn+1).~(cl,8;q,,...,q,-l,4n+1) 
= ;l(a, B + 1; 1, ql, . . . . 4J + 4a + 1, B; 1, ql, . . . . 4.) 
+ 1 I(u+l,B+l;l,q,,...,q,-,,q~,q,“). 
q,+q,=q, 
Wb) 
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Je precke que si qk = 1, la SOmme sur les (q;, 4;) tels que 4; + 4; = qk, 
doit &tre comprise comme valant 0. 
Premike dkmonstration. Choisissons une permutation (il, . . . . i,) des n 
premiers entiers > 0, telle que a et fl soient les nombres de monties et de 
descentes; choisissons n indetermintes distinctes a,, . . . . a,, parmi celles qui 
engendrent A (done ici m = n); la suite (pi, . . . . P,,) est determinte ici par la 
condition exceptionnelle que voici: les monomes commutatifs associes a ap 
et alai, doivent &re tgaux; ils sont de degre qn + 1 par rapport a a,. Pour 
que L(aP/p!) soit dans A, il faut (et il s&lit) que 
CoL(ap/p!)=L(ap/p!)@ 1+ 1 @L(aP/p!); 
ceci implique que Co L(aP/p!) a une composante nulle selon aT@a,; dans 
l’expression de L(aP/p!) developpee selon la formule (3 1 ), cherchons quels 
sont les monomes dont l’image par C peut avoir une composante non nulle 
selon ay@a,. 11 y a d’abord le monome od figure aya,; son image par C 
fournit la composante 
(q”+ 1J.44 P;41, . . . . qn-l,qn+ 1). 
11 y a ensuite les monbmes du type suivant: 
aY1 .. . 
11 
&k-la.aQk...&n 
Ik- I 1” Ik 1. 
(avec 1 <k<n- 1); 
ils fournissent une composante &gale a 
4a + Lb; 1, ql, . . . . 4.3 ou I(a,B+l;l,ql,...,qn); 
soit p (resp. v) le nombre de fois qu’on obtient le premier (resp. le second) 
de ces deux coefficients; a+p (resp. /I+ v) est done igal au nombre de 
montees (resp. descentes) dans la suite (de longueur 2n - 1) 
(i,, i,, i,, i,, i,, i,, . . . . . . . i,, i,- 1, i,); 
or il y a dans cette suite autant de monttes que de descentes; done p = /I et 
v = a. Enfin il y a les monomes du type 
I 
a? (, 3 . . . . aY,kainaykk, . . . . a:; 
avec 1 <k G n- 1 et qb + q; = qk (ce qui n’est possible que si qk> 2); ils 
fournissent les coefficients 
4a + 1, B + 1; 1, ql, . . . . 4;,4L . . . . 4.1. 
On obtient l’igalite (32a) en Ccrivant que la somme de toutes ces 
composantes elon a: 0 ain est nulle. 
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Soit maintenant a, + r une indeterminee distincte des prtcedentes (done 
m = n + 1); definissons maintenant le monome up par la condition que les 
moncimes commutatifs associes a up et @a soient egaux, et utilisons 
l’hypothbe que L(a%!) est dans A; ceci imL;ique la nullite de la com- 
posante de C 0 L( up/p!) selon a: Q a, + , ; en calculant cette composante par 
la methode expliqute ci-dessus, on aboutit a l’egalitt 
O=(a+l).I(a,p+l;l,q, )...) qJ 
+(a+ 1).4a+ 1, B; 1941, . . . . qn) 
+ c c nb + 1, B+ 1; 1, h, . . . . 4;, 4:, . . . . d. (32~) 
l<kdn ’ x Yk+qk=qk 
Maintenant (32b) resulte de (32a) et (32~). 
Seconde d&monstration. On part de l’hypothese que les coefficients 1 
proviennent d’une fonction F(u, x), comme l’explique le theoreme (6), et 
que cette fonction F satisfait les deux equations aux derivtes partielles: 
g=; (u(u- l)F)+ 1, 
aF F2 -= ; 
au WI 
la premiere equation est identique a l’tquation (9) qui m’a permis de 
calculer F au $5, et il est immediat que cette fonction F verifie aussi (33b). 
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en cherchant dans cette Cgalitt les monomes en ~41x42, . . . . xc, on trouve 
(32b). Pour demontrer l’igalite (32~) &rite plus haut, on part de l’tgalite 
i 
la - (ua+' 
o au 
(u-l)B+lF(u,x,)...F(u,x,))du=O; 
on utilise n fois l’igalite (33b), et on pro&de comme ci-dessus pour obtenir 
(32~). Enfin (32a) rtsulte de (32b) et (32~). 
(34) PROPOSITION. Les deux egalites (32a, b) impliquent que les coef- 
ficients de complexite nulle 
46 P) = 46 B; 1, 1, 1, ---, 1) 
satisfont les egalites 
W) 
elles permettent de calculer tous les coefficients Iz module un facteur qui ne 
depend que de leur degrk, et elles constituent une condition ntcessaire et suf- 
fisante pour que L( UA) c A. Si en outre l’egalitt (31) est vraie pour tout 
1 
monome a,az, . . . . a m, oti tous les facteurs sont choisis parmi les generateurs 
de A, sauf a,,, qui est un crochet de deux generateurs, alors on a aussi 
4a+ l,B)-4a,B+ l)=J(a, B); Wb) 
les egalites (34a, b) determinent les coefficients k(a, /?) h partir de la don&e 
de n(O, 0). 
Demonstration. L’egalitt (34a) est un cas particulier de (32c), lorsque 
q, =q2= . . . =qn = 1. Manifestement les igalitis (34a) permettent de 
calculer les coefficients n(a, p) modulo un facteur qui ne depend que de leur 
degre a + fl + 1; done les bgalites (32a, b) determinent ous les coeffkients A 
modulo un facteur dependant de leur degre. Et puisque la condition 
L( WA) c A ne peut pas faire mieux que de les determiner modulo un tel 
facteur, les igalitis (32a, b) constituent une condition nicessaire et 
suftisante pour que L(UA) c.4. Passons a la demonstration de (34b). 
Considerons le monome a,, a2, . . . . a,,,, avec a, = [b, c] et m 2 1, lorsque 
4, a2, . . . . a,,- r, 6, c sont des elements distincts dans l’ensemble des genera- 
teurs de A. Utilisons trois fois l’igalite (31) pour developper l’expression 
suivante, qui doit &tre nulle: 
Lb, . ..a._,a,)-L(a,...a,_,bc)+L(a,...a,_,cb). 
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Dans le dtveloppement de L(a, . . . urn), prenons un monome avec c1 mon- 
tees et /I descentes, done avec le coefficient A(a, /?); remplacons a, par 
bc- cb, ce qui donne deux nouveaux monames; considtrons le premier, 
celui qui contient bc, et cherchons quels sont les autres mon8mes du mCme 
type; dans Z,(a, ... a, _, bc) nous trouvons un monbme du mCme type avec 
le coefficient A(a + 1, B); dans L(a, . ..a.,-,cb) il a le coefficient A(cY, /?+ 1); 
nous obtenons ainsi l’tgalite (34b). Et ceci termine la demonstration de 
(34). 
Je signale que (34b) est un cas particulier de I’tgalitb suivante 
4a + 1, B; 1,417 . .. . 4.) - 44 B + 1; 1,419 .-., qJ = 44 P; 41, . . . . q.), 
qui est une consequence facile du theoreme (6), puisque 
UFl(U) - (u- 1) F,(u) = 1. 
On peut aussi utiliser les tgalites (32a) et (32b) pour un autre but que 
celui que j’ai annonce. Par exemple, on peut dtduire de (32a) que 
A(O, 0; q) =0 si q > 2, ainsi que je l’ai deja explique au 0 1 (voir (10)). Je 
vais montrer qu’avec les relations (lla, b) et (32a, b) on peut retrouver 
rapidement la valeur de quelques coeffkients deja connus, saris utiliser les 
laborieuses for-mules (30a, b, d); il s’agit de demontrer que 
40, 1; 199) = B,/q! Pa) 
A(l,O; l,p)=(-l)VQ! (35b) 
41, 1;1,P,4)=(-1)p~p+9/P!q!. (35c) 
Les egalites (35a, b) figurent deja au 8 1 comme consequences de (lla, b) 
et (10); il ne reste plus qu’a demontrer (35~). D’une part, nous deduisons 
de (32a) que 
(q+ l).A(O, 1; 1, q+ l)= -A(l, 1; 1, 1, q) 
(p+l)*A(l,O;l,p+l)=-A(l,l;l,p,l); 
d’autre part, calculons (q + 1) . A( 1, 1; 1, p, q + 1) g&e a (32a), puis 
(p+ 1). A(l, 1; 1, q, p+ 1) grlce a (32b); nous constatons que 
ces egalitts permettent de dtduire (35~) de (35a) ou (35b). 
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Pour m’assurer que les relations (32a, b) permettent de calculer confor- 
tablement les coefficients 1 par recurrence a partir de ceux de complexitt 
nulle, j’ai pro&de au calcul de tous les coefficients A de degre 11q11 < 7; ce 
calcul se fait degre par degri, parce que dans (32a, b) tous les coefficients ;1 
ont le m&me degre. En fait, j’ai d’abord calcule les nombres entiers 
cL(a, B; 41, ..., qn)=(q1+q2+ ... +q.V ql!q2!, . . . . q,! ;l(a,8;q1, . . . . 4.). 
Le calcul de ces nombres entiers p se fait grace aux relations de recurrence 
Aa, P; ql, . . . . qn-19 4n+ 1) 
=-a~~(a,B+l;l,ql,...,qn)-B~~(a+l,B;l,q,,...,q,) 
- 1 qi+~~qk&,4~+l.p+I; 4...,qLqL...~qn) (364 
k#n 
da, P; ql, . . . . qn-1, qn+ 1) 
= p(a, B + 1; 1, ql, . . . . 4.) + p(a + L8; 1, ql, . . . . 4J 
1,8+ 1; 1, ql, . . . . d, 43 (36b) 
On utile (36b) si dans la suite (q, , . . . . qn- r , qn + 1) l’exposant qn + 1 est 
minimal parmi ceux qui sont 2 2; si q,, + 1 = 2, il n’y a pas a htsiter. On 
utilise (36a) si qn + 1 est maximal dans cette suite d’exposants; si tous les 
autres valent 1, il n’y a pas A htsiter. Dans le tableau ci-joint, je donne la 
liste des coefficients 1 et ,u lorsque a 2 fi et lorsque q1 2 q2 > aa a > q,,; 
utilisez la symetrie (4) pour les coefficients 1 tels que a < /I. Les coefficients 
I sont ranges par degris croissants, et pour un degre donne, ils sont ranges 
par complexitts croissantes. Pour Cconomiser la place, je n’ai tcrit que les 
trois premiers exposants ql, q2, q3; les suivants (si il y en a) sont toujours 
egaux A 1; on retrouve les exposants non ecrits, sachant qu’il y a (a + /I + 1) 
exposants en tout, ou que leur somme est [lq/l. 
J’aurais aussi pu utiliser la relation de recurrence suivante, qui est une 
consequence de (6) et (8b): 
Aa, D; q19 .. . . 4.) = C NY, 6) . Aa + Y, P + 6; ql, . . . . qn-, , 1, . . . . 1); 
y+s=q.-I 
tout comme (36a, b), elle ne fait intervenir que des coefficients p de m$me 
degre, mais elle exige la connaissance des nombres euleriens N(y, 6). 
Evidemment, a partir de (6) et (8a) on pourrait Ctablir une nouvelle 
relation de recurrence, qui ferait intervenir les nombres de Stirling; mais 
tout comme (1 la, b), elle melangerait des coefficients de degres differents. 
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TABLEAU I 
IM a B q1 q2 q3 P i 
1 00 1 1 1 
2 10 11 1 112 
00 2 0 0 
3 20 111 2 l/3 
1 1 1 1 1 -1 -l/6 
10 21 1 l/12 
00 3 0 0 
4 30 111 6 l/4 
21 111 -2 -l/l2 
20 211 4 l/12 
11 211 0 0 
10 31 0 0 
22 4 l/24 
00 4 0 0 
5 40 111 24 l/5 
31 111 -6 - l/20 
22 111 4 l/30 
30 211 18 3140 
21 211 -2 - l/l20 
20 311 4 l/l80 
22 1 16 l/30 
1 1 311 4 l/l80 
221 -4 -l/120 
10 41 -4 - l/720 
32 8 l/180 
00 5 0 0 
6 50 111 120 116 
41 111 -24 -l/30 
32 111 12 W 
40 211 96 l/15 
31 211 -12 -l/120 
22 211 0 0 
30 311 36 l/120 
221 84 7180 
21 311 12 l/360 
221 -12 - l/80 
20 411 -24 - l/720 
321 48 l/180 
222 72 l/80 
11 411 0 0 
321 0 0 
222 0 0 
10 51 0 0 
42 -24 -l/1440 
33 72 l/360 
00 6 0 0 
llqll a B q1 q2 q3 P 1 
7 60 111 720 l/7 
51 111 -120 -l/42 
42 111 48 l/105 
33 111 -36 -l/140 
50 211 600 5184 
41 211 -72 -l/140 
32 211 12 l/840 
40 311 288 l/105 
221 528 1 l/420 
31 311 36 l/840 
221 -60 -l/336 
22 311 -48 - l/630 
221 24 l/840 
3 0 4 1 1 -108 -l/l120 
321 324 31560 
222 468 13/l 120 
21 411 60 l/2016 
321 -12 -l/5040 
222 -36 -l/1120 
2 0 5 1 1 -120 -l/5040 
42 1 -48 -l/5040 
331 384 21945 
322 312 13/5040 
11 511 -120 -l/5040 
42 1 120 l/2016 
3 3 1 - 120 -l/1512 
322 -24 -l/5040 
10 61 120 l/30240 
52 -240 - l/5040 
43 192 l/3780 
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